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Nota. Cada pregunta es de desarrollo, justifique todos los pasos en su desarrollo.

1. Sea R[z] el espacio vectorial de polinomios en la variable = sobre el cuerpo de los
nimeros reales R. Para cada p(x) € R[z] dado por p(z) = Zi:o a,x™, considerar las
funciones || - ||oc, || - ||c : R[z] — [0, 00[ dado por

Ip()lloo = supsepoylp(@)l; lIp(@)le —Zlcnllanl

donde ¢ = {¢, }2°, es una sucesion en R.
(a) Demostrar que si ¢, # 0 para todo n, entonces || - || define una norma sobre R[z].
., Qué pasa si algin ¢, =07
(b) Sean ¢ = {2}, y d={n}2,. ;Las normas || - [|c y | - |4 son equivalentes ?
(c) Sea {f,}22, una sucesién de polinomios en R[z], donde f,(z) = >_;_,(%)*. De-

mostrar que {f,}°°, es una sucesién de Cauchy en la norma || - ||oc-

(d) Sea ¢ = {c,}52,, con ¢, = 1, para cada n, y f(z) = > o, ;. Demostrar que

n=1
f(z) es absolutamente convergente en R[x], en la norma || - ||..

2. Sea V' un espacio vectorial complejo de dimensién finita, y sean S, 7 € L(V') dos
operadores lineales que conmutan, es decir, ST = T'S. Demuestre que:

(a) Si A es un valor propio de S, entonces el espacio propio
Vw={zeV: S(z) = Az}

es invariante bajo T'.

(b) S y T tienen al menos un vector propio en comun (posiblemente con valores
propios diferentes).

(c) Existe una base B de V' tal que las representaciones matriciales de Sy T' respecto
de B son ambas triangulares superiores.

3. Sea X =R?\ {(0,0)}, para cada punto (z,y) € X se define
V(z,y)={U C X : (te,ty) e U, 0 <t <1},

(a) Demostrar que V(z,y) es un sistema de vecindades de (z,y) para una topologia
T en X.
(b) Estudiar si (X,T) cumple los axiomas de primero y segundo numerable.

(¢) iEs (X, T) un espacio separable ?



(d) Calcular en (X, T) el interior, la adherencia y la frontera del conjunto
M={(z,y) € X: 0<a®+y*> <1}

4. Sea G un grupo finito y f € Aut(G), tal que el tnico elemento que coincide son su
imagen por f es el elemento neutro e de G, es decir, f(e) = e.

(a) Demostrar que ¢ : G — G, dado por ¢(x) = f(z)z~! es biyectiva.

(b) Siz € Geonz #e. ;xy f(xr)son conjugados 7

1

(c) Demostrar que si f? es el automorfismo identidad, entonces f(z) = 271, y G es

un grupo abeliano de orden impar.

5. Sea X un espacio topoldgico y f : X — R una funcién continua. El soporte de f es

Supp(f) = {z € X : f(z) £ 0},

y decimos que f se anula al infinito si para todo € > 0 el conjunto {x € X : |f(z)| > €}
es compacto. Ademads, recuerde que X se llama localmente compacto si todo punto
tiene una vecindad abierta cuya clausura es compacta. Demuestre que si X es local-
mente compacto, entonces

Co(X) ={f € C(X): Supp(f) es compacto},
es la clausura de
Co(X)={f € C(X): fseanula al infinito},

en la metrica uniforme.



